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““Si votre idée des gammes et de la justesse est basée sur I’accord du piano
vous trafiquez dans la supercherie, pour dire les choses criment ! Cette
supercherie fut partiellement approuvée par J.S. Bach et recul lappui
total de son fils C.P.E. Bach, mais je ne pense pas que la seule vertu de ce
nom illustre la préserve de toute critique !”’.

[Bunting}
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PREAMBULE

Le but de ce travail n’est pas de donner un fondement mathématique
a une méthode d’accordage des instruments a clavier [Cordier] mais plu-
t6t d’étudier certains faits qui appartiennent a la tradition et a I’intuition
des instrumentistes & cordes.

Quant on déplace un doigt de la main gauche sur une corde de vio-
lon, sans appuyer, il se produit :

1°) des phénoménes acoustiques (formation d’harmoniques naturelles)
2°) que Iinstrumentiste doit interpréter & ’aide de la culture musicale
qu’il a regue.
Ces faits appartiennent plus a arithmétique qu’a ’analyse réelle car
la hauteur des harmoniques est une fonction arithmétique discontinue de
la position du doigt sur la corde (quand on appuie le doigt, on retrouve

une fonction x —» K classique). Et, comme on le sait depuis longtemps
X

[Brun], ils se rattachent & la théorie de I"approximation.

1. Introduction

Bien que le niveau des mathématiques utilisées ici ne dépasse pas
celui des classes préparatoires aux grandes écoles, il est certain que cet
article est plus accessible aux mathématiciens qu’aux musiciens.

Mais les motivations des définitions et des buts de ce travail peuvent
paraltre mystérieuses aux non-musiciens. Aussi présenterai-je un certain
nombre de remarques, bien connues des musiciens, qui conduisent a un
point de vue que les paragraphes suivants vont développer d’une maniére
abstraite (trop abstraite !).

1,1) Pour des raisons plus ou moins claires, on considére générale-
ment que la base de la musique occidentale est la gamme chromatique
tempérée [de Candé] qui est le sous-groupe du groupe multiplicatif R,

1

engendré par 2 12 , Sous-groupe que nous noterons S.

1,2} Il n’est pas question de répéter ici tout le mal qui en a été dit
[Hindemith]. Bornons-nous a signaler qu’un piano accordé selon cette
gamme sonne tout a fait faux ({Leipp] p. 134) et que cette gamme parait
inadéquate pour I’étude de ’harmonie.

1,3) En termes mathématiques les difficultés proviennent de ce que :
SNQ' = <2>

or les oreilles des musiciens et les instruments de musique aiment les
“fractions simples’’. Une expérience facile a réaliser permet de s’en rendre
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compte : si on pose légérement un doigt sur une corde de violon en un
endroit approchant —;- ou —% de sa longueur, la corde produit un son dont
la fréquence fondamentale est exacrement trois fois celle de la “‘corde a
vide”

Nous appellerons cette remarque le “‘principe d’Euler”” car L. Euler
disait déja en 1766 : ‘“‘I’organe de I'ouie est accoutume de prendre pour
proportion simple toutes les proportions qui n’en différent que fort peu,
de sorte que la différence soit gquasi imperceptible”

¥
1,4) Les fractions les plus simples sont %(unisson) —‘% {octave)
—% (quinte juste) % (quarte juste) etc... Si1'on appelle “‘hauteur’ de la
fraction irréductible {w le nombre h(-gw) = sup(r,s), les fractions précé-

dentes se suivent dans "ordre des hauteurs croissantes, d’ o une classifi-
cation des intervalles par ordre de “‘dissonance’ croissante qui a un
caractére d’objectivité qui a frappé les musiciens ({Hindemith] p. 55,
expériences de C. Stumpf [de Candé] t. 11, p. 187, etc...).

1,5) Pour utiliser cette notion de hauteur, on est conduit & chercher
des gammes de nombres rationnels (h s’étend bien aux nombres algébri-
ques, mais son extension ne correspond plus a Pintuition harmonique
[Hellegouarch, 1] et on ne peut appliquer raisonnablement cette notion de
hauteur a S). Une “‘gamme naturelle’’ sera donc un sm::a-msembke de QF
muni d’une certaine structure de groupe par laqueile il sera isomorphe a
Z.

1,6) La méthode classique d’accord des pianos par quinies et octaves
[Leipp] fournit I’idée de base, nous allons la préciser.

Supposons gue Uon veuille accorder un piano dont le ““la’” est juste.
Un procédé consiste & parcourir le “‘cycle’” des quintes :

la, ré, sol, do, fa, si b, mib
lab, réb,solb,dob, fab, sibb

En fait, si les quintes sont “‘justes” {égales & —3—) et non “‘tempérées’’

g7
{égales & ) on ne peut pas retomber sur un “la’’, car Péquation :
3 12
(337 = ox

n’admet pas de solution x & N.

Deryck Cooke [Cooke] exprime de ce fait de maniére {rappante en
112

disant : “‘alors que Péquation désirée musicalement est iﬁ = 1, 'équa-
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tion mathématique correcte est %—19 = 1,013642...

Exprimé mathématiquement, ce que le musicien souhaite ¢’est impo-
ser la relation :

“312-___
r—éTg_l

dans le groupe abélien libre <2,3>.

Si, finalement, on applique le principe d’Euler pour trouver un
systéme de représentants des classes de <2,3> modulo <r> on trouve
(miraculeusement !) la “‘gamme de Pythagore’ telle qu’elle est décrite
dans les livres d’Histoire de la Musique [de Candé].

2. Une propriété des sous-groupes de Qf

Q demgne le groupe mhultiplicatif des rationnels >0. Il est bien
connu que Q est un groupe libre de rang infini dont ’ensemble T des
nombres premiers est une base ; cela signifie que tout rationnel r>0
s’écrit d’une maniére et d’une seule :

I 11 pr‘(p)
ped

avec i{p)€Z et n(p) = 0 sauf pour un nombre fini de p.

Theoreme Si G est un sous-groupe de Q de rang >1, alors G est dense
dans R

Démonstration :

Puisque G est de rang > 1, il existe deux éléments r et s dans G
multiplicativement indépendants.

Ceci signifie que Log r et Log s sont linéairement indépendants sur
Q. Le théoréme de Kronecker [Hardy] affirme alors que ’ensemble des

nombres de la forme m Logr + n Log s, pour (m,n) EZ2 est dense dans
R. Donc <r,s> = {r"s": (m,n) € Z?} est dense dans R

Définitions : Nous dirons quep, g, 1, elc... sont des nombres multiplicati-
vement indépendants dans Q si Log p, Log g, Logr, etc... sont linéaire-
ment indépendants sur @, et nous noterons par <p,q>, <p,q,r>, etc...
les sous-groupes denses de Q, engendrés par {p,q}, {p,q,r}, etc...

En fait notre but sera une étude de la suite § :
S <2,3> <2,3,5> <2,3,5,7> etc...
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dont nous désignerons I’élément général par G. Et finalement, pour

r= I p"®eQ, nous poserons ) :
ped

= =
| e1 |n(p)|Log p

3) Commas

Nous avons montré dans ’introduction ’intérét des approximations
de 1 dans les groupes GE S ; nous appellerons ‘‘commas’’ de G les meil-
leures de ces approximations et nous en donnerons la définition suivante :

Définition : Soit GE S et a&QG.

Nous dirons que a est un comma de G (ou meilleure approximation
de 1 dans G) si et seulement si

Da%l
2)bEG \ {1} et |Logb| < |Logal entraine |b§>|a] .

Remarques :

1)Sia = pit... pph, alors on voit que p.g.c.d. (ny,...,np) = 1.

2) Un comma de G ne reste pas toujours une meilleure approxima-
tion de 1 dans un plus grand sous-groupe G’ de §.

8
Par exemple a = :;‘—5 est un comma de <2,3> mais n’est pas un
4
comma de <2,3,5> car il existe b = 243—5 €<2,3,5> tel que
X

Log b| < [Logal et [b] < |af.

Le critére élémentaire suivant donne une réponse partielle a cette question.
Critére : S1 GE S et si x = % €G, avec a€EN. Alors a est un
comma de G.

Démonstration :

Soit une fraction irréductible -rg € QF telle que erxl >1. Montrons

quesi |Log 2| < |Log atl Lalors | | > | atl I
n a n a
(1) Si I’on considére chomme un Z-module, | | est analogue a une norme puisque ’on a :

) Jr| =0 et frf =0 ssir =1
Byl < el + 7|

v) |t = |n| {r| pour tout n€Z
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1) Remarquons d’abord que n>a (on suppose naturellement que n
n+l - a+]

~

est positif). En effet n<a entraine que , €t comme m > n,

ona: n+1 a+1
<

n a

N

B8

ou encore :
Log ™ < 1o atl
g D S g 5
2) Puisque m>n,onam>=n+1 > a+1, d’ou:
Im| + |n| > [a+1] + |af
et comme m et n (resp. a-+1 et a) sont premiers entre eux, on a :

|| = |m| + |n| (resp. | 2!

m 1y = Jas1] + Ja))

ce qui nous donne 1’inégalité cherchée.

4) Commas des groupes de rang 2

Nous allons généraliser légérement la situation qu paragraphe 2 en
prenant un sous-groupe gquelconque de rang 2 de Q, que 'on notera
encore G. Si {p,qj est une base de G, p et g sont multiplicativement indé-
pendants et la recherche des commas de G équivaut a la recherche des
couples (x,y) € Z2, tels que (x,y) # (0,0) et tels quex Logp + v Loggsoit

voisin de 1. Ainsi — —ii- doit &tre une ‘“bonne approximation’’ de Virra-
tionnel o« = L0894
Logp

La recherche des bonnes approximations de « se fait habituellement
par D’algorithme des fractions continues [Stark] : on construit ainsi une

. . a )
suite de fractions _2 , les ‘‘convergentes’” de «, convergeant vers « selon
n

le schéma :
a a
To 2 <ca<..< o
b, b, b, b,

En posant (un peu arbitrairement) :
(Kpp¥p) = (=17 Ta (= 1)by)

on obtient le résultat suivant.

Xn yﬂ
Théoréme 1 : La suite des rationnelsr, = p q est monotone décrois-
sante et tend vers 1. De plus, on a :

S S S
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Démonstration :

1) On sait que a, — b, a le signe de (- 1)"~ ! [Stark], donc:

7 — o _1 —_
Xp Ty = (-1)""[a,—ab ] >0

soit r >1.

2) Maintenant :

Logry,y _ Xpeptavn,y _ ap by
Logr, X, +ay, a,—ab

Or on sait [Stark] que :
lan+1“abn--‘r1 < 1
a,—ab,

d’ou :
Lognsr <,

Logr,

3) Les deux inégalités de I’énoncé équivalent a :
1 < X, tay, < .

n+1 b

2b

n-+ 1

soit encore a :

.
b

n+l

1 |
e < la —ab_| <
an»l Fn %
ce qui est bien connu [Stark].

On peut se demander maintenant si ’on obtient bien ainsi des com-
mas de G. Pour répondre & cette question nous utiliserons le résultat sui-
vant [Dubois] : & partir d’un certain rang les convergentes de « correspon-
dent aux meilleures approximations de « pour la norme :

Ny) = [ +ay?l v

Théoréme 2 : A partir d’un certain rang les nombres r, définis dans le
théoréme 1 sont les commas de G.

Deémonstration :

1) Montrons qu’a partir d’un certain rang r, est un comma.

. a _ ..
Soit Bﬂ la convergente correspondante et r = p2q b& G, la condition :

n

Logr, > |Logr|
entraine a partir d’un certain rang :
2(log p)*[N(a,,b)]* < 2(Log p)*[N(a,b)]* .
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Or :
2(Log p)![N(a,b)]* = (aLogp — b Log @)* + (a Logp + b Log q)?

[Logr|? + Irl?

Il

d’ot :
|Logr,|? + |r,[* < [Logr|? + [r[?
ce qui entralne bien :

Iry|

< |l

2) Montrons qu’a partir d’un ‘certain rang tout comma est un r.

Soit un comma r = p2q~PEG, assez proche de 1, nous allons montrer
que T est une meilleure approximation de « au sens ordinaire du terme,
¢’est-a-dire que :

Ja’~b'al < la—ba]

entraine |a|’ > lal et |b’|>Ibl. [l en résultera que r est unr ([Starkl).

Supposons que Log p < Log g et prenons & positif tel que &< —% Logp,
supposons de plus que 1 est tel que :
ja Logp — bLogql < ¢
Alors la'Logp — b'Logq] < laLogp — bLogq]

entraine :
b Logqg =alogp + 7

b’ Loggq =42  Logp + 7’

avec sup(|n], {2 ) < &.

On -en déduit que :

Ir"| = |a’Logp + b’ Loga| = |2a” Logp + 7|
Ir] = |aLog + bLogq! = [2alogp + 7

Commie on sait que |r' | > jr{, il'vient :

lar| > Ja] - Dl s ja) - £ > ja) -1

2Llogp Logp

Finalement |a’| > |a| et, de méme, [b’| > |b].

Mais |a’| = |a| (respectivement |b’| = [b]) et
la’ Logp — b’ Logq| < [aLogp — bLogq| < €entrainent [b’| = |b]|
(respectivement |a| = |a’|) ce qui est-absurde.

Ainsi |a’| > Jalet [b'! > |bl.
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5. Groupes quotients et gammes de Pythagore

Nous allons d’abord considérer un sous-groupe quelconque derang 2
de Q (toujours noté. G) et un comma r, de G. Notre premier but est

I’étude du groupe quotient G/ <rg>*

Ensuite nous choisirons G = <2,3> ce qui nous donnera des gam-
mes que j’appellerai ‘‘gammes de Pythagore’’.

X, Yo
5,1) Soit G = <p,g>etr, = p q comme dans le paragraphe 4.
On introduira le nombre r, _, et on utilisera la relation classique :

Xp¥n-1 = Xn—1¥n = (_1)1]_1

Théoréeme :

Désignons par H le groupe <r,>. Alors G/H est un groupe isomor-
phe a Z qui est engendré par la classe de.rp, _ ;.

Remarque :
Rappelons que les signes de x, et ¥, sont choisis pour que ’on ait
Xn yn
toujoursp q >1.
Démonstration :
I1 est équivalent de démontrer, en notation additive , que Z%anyn)z

est un groupe sans torsion et que la classe de (x, _,y, _{) en est un géné-
rateur.

1) Groupe sans torsion
Montrons que si h>0 :
h(%,) € (%) Z

entraine que (x,y) = k(x,,y,), kEZ.
En effet, cette relation équivaut a :

hx = fx,

hy = ¢y,

Comme x, et y, sont premiers entre eux, on voit que h divise p.g.c.d.
(fx,,fy,) = ¢, donc sil’on pose :
£ = hk

et si I’on simplifie par h, on a le résultat ci-dessus.

2) Générateur
72
Dire que la classe de (a,b) est un générateur de Z/(xn,yn)Z revient a
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dire que tout (x,y) € Z? s’écrit sous la forme :

x,y) = h(a,b) + k(x,,yp)
donc que (a,b) et (x,,y,) constituent une base de Z?, ce qui est le cas si
(a,b) = (Xnﬁpyn-l)-

Théoréme : Dans % la classe de p(resp. q) est égale a |y, | fois (resp.

|x,| fois) celle der, _ .

Ainsi ’indice du sous-groupe de % engendré par la classe de p (resp.

q) est égal a |y, | (resp. |x1).
Démonstration :
1l suffit de démontrer cette propriété pour la classe de p, ce qui équi-

vaut a :
Xp—1 Yn-1 !yn|

p=( a )
ou bien (en notation additive) :

(130) = lynl(xn— 1’y11_ 1)
Si n est pair :
y,>0eton doit avoir

(1,0) = (¥, X, — »Yn¥n - 1) modulo (x,,y)Z
Orona:
Xp-1Yn " ¥n Yn-1 7 (=n"

d’ot :

YnXp-1 7 Xp¥n-1 + 1
Si n est impair :
y,<0 et on doit avoir :

(1’0) = (”yn Xn—1° —¥Yn yn_.l)
Orona:
~YnX¥p-1 = “*pYn-1 7 (=n"

Convention : Suivant le ““principe d’Euler’’ nous représenterons une
classe de G/H par un élément de plus petite hauteur (par ““hauteur”’
d’une fraction irréductible —ZEQT nous entendons sup(r,s)). En général,

un tel représentant est unique, et il I’est nécessairement lorsque x,y;, est
impair. S’il ne Pest pas, il y en a au plus deux dans certaines classes...

5,2) Examinons maintenant le cas particulier
F = <23>.
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Nous prendrons p=2et q=3 et |y, | sera appelé le nombre de degrés
du groupe G/ <r,>. Il n’est peut-&tre pas inutile de donner une défini-
tion générale du nombre de degrés d’un groupe G/H (resp. une gamme T).

Définition : Le nombre de degrés du groupe G/H (resp. de la gamme T)
est I’indice du sous-groupe engendré par la classe de 2 (resp. par 2).

Le calcul des convergentes de i‘—gg‘;— donne les commas) de G (voir

paragraphe 4) :

2
1 <.« 3—53<2-—--65< ?i<2—8<—3lz—<zz<i<l

28 34 19 35 3 3 9

Dans le tableau ci-dessus, nous nous sommes bornés a écrire les com-
mas r>1.

J’appellerai commas de Pythagore, Janko et Mercator les trois der-
niers commas, car Pythagore, Janko et Mercator ont étudié des gammes
ayant (respectivement) 12, 41 et 53 degrés [Dautrevaux].

n=1:
Z 0 l ! relation 22 =1
fréquence 1 I 2
n = 2 : tonique, quinte, octave (2 degrés)
V4 01112
. 3 3z _
fréquence | 1 | = [ 2 —_=1
d 2 23
n = 3 : gamme pentaphonique (5 degrés)
V4 0112 | 3 [ 4 | 5
8
fréquence | 1 3122|312 2
2213 |2 |32 35
Remarque :
34 33

B.-Parzysz donne les fréquences 5% et pour les degrés 2 et 4,

2

ces fréquences sont équivalentes aux notres [Parzysz].

(1) C’est une constatation.
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n = 4 : gamme a douze degrés
32 _
o
z ]0[11213‘4]5[6{7'8 9 [10]11 |12
fréquence1.2ﬁ3_22i3_42_z._3f_3.2_7§3.,2ﬁ3_52
35123 (33 (263 129] 2 [3¢]2¢([32]27

_ Le tableau ci-aprés donne le prolongement de la gamme jusqu’au
60i¢me degré. On constate que les fréquences sont croissantes ().

n = 5 :gamme d 41 degrés (Janko)

65 . . .
2® Voir tableau ci-aprés : on constate que les
341 fréquences sont croissantes(1),

n = 6. gamme a 53 degrés (Mercator)

53 . . N
% Voir tableau ci-aprés : on constate que les
2 fréquences sont croissantes (1.

au-dela, le nombre de degrés des gammes est : 306, 665, 15601, 31867,
79335, 111202, 190537, 10590737, 10781279, etc.

Remarque : Contrairement & ce que 'on pourrait croire en lisant le
tableau des 60 premiers degrés de la gamme de Pythagore a 12 degrés, on
ne passe pas d’une octave & celle immédiatement au-dessus en multipliant
les fréquences par 2. Au-dela de I’audible des irrégularités apparaissent,
par exemple :
8 8 12
hee . 2y <nee. 2.3

35 35 219

est faux.

(1) Vérification de P. TOFFIN.
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6. Gammes de Zarlino
Eugene DUBOIS a mis au point un algorithme qui donne les commas
de G = <2,3,5>.

Le calcul, fait sur ordinateur, donne la suite suivante :
3 22 5 3% 2x5 2+ 5% 3t

211

27 s Ty T ; > 3 s = Comma de Didyme, .. .
2 3 2¢ 23 32 3x5 23x3 2%x5 34x 52
56 38§ 538 %518 30 516 254y 52 362 et

26535 215 | 32515 32 D R L R T VR

Nous allons considérer le groupe quotient de G = <2,3,5> par le
sous-groupe H engendré par deux fractions r = 2¢ 38 57 et
r’ o= 29 38757,

Théoréme.

1) Posons :
X «@ o
y B F =a’x + By + 7"z
z v v

Sile p.g.c.d. («”, B, v”) est égal & 1, alors G/H est isomorphe a Z.

2) Dire que la classe de s = 223b5¢ est un générateur de G/H équi-
vaut a dire que :

’

a [04 (04
b B8 g =a’a+ 3D + y’c = 1.
c v v

Démonstration :

1) Dire que p.g.c.d. («”,8”,y") = 1 équivaut a [’existence de

a,b,c)EZ3 tel que
(@b.0) s aa” + b + ey’ = £ 1

en vertu du théoréme de Bezout.

2) Mais cette derniére condition signifie que (a,b,c), (a,8,y) et
(x',B8’,v’) constitueni une base de Z3.
Si nous posons K = Z(«,8,7) + Z(a’,8",y"), nous voyons que Z*/K est
un groupe isomorphe & Z et engendré par la classe de (a,b,c). Mais ceci est
juste la forme additive du résultat que nous voulons obtenir.

Exemples :

Nous nous proposons d’¢‘améliorer’’ les gammes de Pythagore, cor-
respondant aux groupes <2,3> / <r>, que nous avons obtenues dans le
paragraphe 5.
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22 32 28 312
Pour chaque valeur de r (r = =-, =, =, =—, etc.) nous cher-
3 23 35 219
cherons un comma r’ de <2,3,5> qui satisfasse au théoréme précédent,
on posera alors H = <r,r’>.

Soit ¢ la projection canonique G —= G/H et soit P Dimage
0(<2,3>). Comme Ker ¢ N <2,3> = <r> on voit que P est isomor-
phe a la gamme de Pythagore dont on était parti (mais certains représen-
tants de cette gamme doivent étre remplacés par des éléments de
<2,3,5> de plus petite hauteur).

Finalement le nombre de degré de G/H est égal a celui de P multiplié
par "indice de P dans G/H.

Lorsque cet indice est égal a 1, on dira que la gamme obtenue affine
notre gamme de Pythagore, sinon on dira que 'on a obtenu une “nou-
velle gamme”’.

_ 2
Dr = 3
i 5 ] 2xs | 2 52 3t
22 32 3x5 23x3 24x5
s \ 2 [ 2 } 2 I 3 [ 2
22
_ 3
2)r = =
r 5 | 2x5 24 52 31
22 32 3x5 23x3 | 2¢x5
5 ' 1‘ 3 } 3 t s | 3
2 2 2 22 2
_ 28
IHr = >
iy 5 | 2x5 24 52 34
22 32 IxS | 22x3 | 2%¢x5
s | ® | 2| 2 25| 2
23 23 23 32 23
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219
o 5 | 2x5 24 52 3¢ 56
22 32 3x5 | 23x3 | 24x5 | 26x35
51212_8‘21 3 24]34
25 35 35 24x 5 3x5 24x5

On voit donc apparaitre des phénomeénes intéressants dans les troisie-
mes colonnes des trois premiers tableaux ainsi que dans les trois derniéres
colonnes du dernier tableau, nous allons étudier en détail les gammes cor-
respondantes que nous désignerons sous le nom général de gammes de
Zarlino (du nom de la quatriéeme du dernier tableau).

2
(rr’) = (2 23 ) deux degrés (nouvelle gamme)
Z o] 1 ]2
fréquences ‘ 1 ‘ 3 2
92
') = (3 23 ) quatre degrés (nouvelle gamme)
y/ I 0 | 1 | 2 | 3 | 4
2
fréquences l 1 l S 3 1 Eil 2
22 2 5
@r’) = (2 , 5 ) dix degrés()) (nouvelle gamme)
Z |0|1|2|3}4 5]6!7'8[9,10
fréquences | 1 )2'5 S4B S —l—l—i‘ 2 2
32 23 22 3 |22x5] 2 3 32 5
312
(rr’) = (= 5
VA ‘01112[3|4[5|6l7|8|9
fréquences I R s 2. I G I 5 34 [28x5
24x 5] 33 32 2% 127x 5| 33 22 26 35

(1) L’existence de cette gamme peut donner un sens a la construction d’un tempérament égal
4 10 degrés (Luc Etienne).
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10 ] 11 ] 12| 13 14|15|16|17|18|19
22 | 33 1 3% {23x5| 3 33 | 27| 5 | 33 |28x5
3 f22xs| 20 | 3| 2 |25%xs| 34| 3 24| 36
20 ] 21 | 22| 23| 24
24| 3] ¥ xS,
32| 5 20| 34
312 34 B .
(r,r’) = (=, ) : douze degrés, gamme de Zarlino proprement
287 245
dite.
z 1012|314|5|6[7|8}9
3
fréquences | 1 | 24| 3 _,2_;] ERFRES 3_' 2|5
3.50 230 5 1220 3 1232 2 5 3
10 11 ] 12
32 13x5|
5 1 23

voir plus loin un tableau des fréquences des 60 premiers degrés (ces fré-
quences sont croissantes).

Dans le dernier cas s est-plus proche de 1 que r et la gamme que
I’on peut construire (elle a 72 degrés) n’est pas croissante.

11 est donc plus naturel de prendre r comme générateur et 1’ = 1 et
s = 1 comme relations. Voici le résultat :

/

“ 6 4
(r',s) = 5 3 gamme a 19 degrés. (D
26 35 24%5
Z ] 0 1 2 3 4 5 6 7 8
3 2
fréquences | 1 2 2 3 3 12x3| 5 |2 2 1385
$3 13x51 23 RZ2x3% 5 22 52 3 25
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
22x32| 3 | 5% | 2% | 5 | 27 | 2% |3x5(|2%x3 ,
52 2 24 5 3 |3x521 32 23 52

(1) L’existence de cette gamme peut donner un sens a la construction d’un tempérament égal

a 19 degrés.
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7). Introduction de la septiéme harmonique

La seule difficulté pour traiter le cas G = <2,3,5,7> consiste a en
déterminer les commas.

Eugéne DUBOIS a calculé les meilleures approximations de 1 dans le
groupe G en remplagant | 2% 3¥ 52 7'| par :
[x%(Log 2)? + y*Log 3)? + z¥Log 5)* + t*Log 7)?]"%
Il a obtenu la suite de fractions : )

2 02 23 7 25 35 37 ¥ T
1737 s 723 327 277 2257 577 243
26 34 5232 2535
327 2057 2577 7
et le critére du paragraphe 2 montre que ce sont des commas 1.

>

etc...

Nous allons considérer le groupe quotient de G = <2,3,5,7> parle
sous-groupe H engendré par trois fractions :

r= 20385778 o= 20" 2B 57 78 et 7 = 20" 38" 57" 787,

Le théoréme suivant se démontre comme celui du paragraphe 6.

Théoréme

1) Posons :

X a a a”

I I A
z Y Y Y

t 86 & 5"

Silep.g.c.d. (@, B, v, 6")est égal & 1, alors G/H est isomorphe Z.

2) Dire que la classe de s = 22 3° 5¢ 74 est un générateur de G/H
équivaut a dire que :

0 o o

e
BB Blo e+ B+ ye + 67 = 21
¥
&

(1) Tous les commas ne sont pas obtenus : %, —i-, par exemple, manquent.
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Montrons, pour terminer ce paragraphe, comment nous pouvons
“améliorer’’ les 60 premiers degrés de la gamme de Zarlino de la page 146.

Nous choisissons r = 3t , I’ = 3 etr” = ﬁ.
218 245 25.7
Nous avons : '
x -19 -4 -5
y 1204 20 oy 419y + 28z + 34t
z 0 -1 2
t 0 0 -1

et (a,b,c,d) = (—1,1,1,—1) est une solution de I’équation de Bezout qui
est de hauteur minimale dans sa classe.

On peut alors reprendre le tableau de la page 146 en remplagant les
éléments qui s’y prétent par des éléments de hauteur minimale dans leurs
classes et on obtient le tableau qui suit.
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8) Crible

Une des difficultés pratiques que ’on rencontre dans la construction
des gammes est de savoir reconnaitre si un nombre connu comme élément
du niéme degré est effectivement un élément de plus petite hauteur de sa
classe (cette difficulté est la cause des inexactitudes que I’on peut trouver
dans le tableau de ‘‘Scales” [Hellegouarch 21).

On peut tourner cette difficulté en écrivant par ordre de hauteur
croissante les éléments de G qui sont plus grands que 1. Pour la gamme
de Zarlino par exemple, on construira le tableau suivant ot x désigne un
¢lément de G, h(x) sa hauteur, n, le numéro de xH dans G/H et * signifie
que le nombre n, apparait pour la premiére fois dans le tableau. Pour
déterminer n, on pourra utiliser la relation heuristique

Log x
Log 2

qui est a rapprocher de I’algorithme de Viggo Brun [Brun] et qui me
parait €tre mystérieusement efficace.

n, = 12

h(x) | (x,n,)

1 (1,0%)

2 2,12%)

3 (%:7*) (3,19%)

4 A 5%y (4,24%)
2

5 (D.4%) (2-,9%) (2 .16%) (5,28%)
4 E 2’ ’

6 (%,3*) (6,31%)

_8_* _&7* *
8 (5,8)(3,1 ) (8,36%)

9 * 9 * 2 * 9 * *
9 (-8-,2 )(~—5M.10 A 14 )5 ,26%) (9,38%)

10 |« ng 2) ( 139 21%) (10,40%)

12 (_15_2 J15%) (12,43%)

15| (B (22239 (8 359 5,479
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16 | (38,19 (2810 (18 209 (3 ,29%) (16,48

18 (153 ,22%) (18,50%)

20 (299 14) (239 133%) (20,52%)

etc.

9) Distance harmonique sur Qf

Pour des raisons de commodité, je donne ici une démonstration élé-
mentaire d’un résultat plus général [Hellegouarch, 1].

Théoréme
La fonction (x,y) —» LoOg h(%) est une distance sur Q’:.

Démonstration
Nous devons démontrer que :

1) Log h(l;;) > 0 et que Log h(—?—) = ( entralne X = y
Xy = A
2) Log h(y) Log h(X)
3) Log h(2-) < Log h(—’y‘—) + Log h(¥)
Ces conditions équivalent a :
1Yh(2) <1 et h(X) = 1 entraine x =y
y y

Yh(E) = (XL

2902 = ()

N h(X X Yy
3 )h(’Z‘)sh(§).h(Z)

et les deux premiéres assertions sont évidentes.
La troisiéme peut s’écrire aussi :
h(rr’) < h(nh(r’)
avec r et r’ EQf.

Si r (resp. r’) est égal & la fraction irréductible %(resp. g—:) et sirr’
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est égal a la fraction irréductible %; onad” < dd’ etn” < nn’. D’ou :

sup(d”, n”) < sup(d,n) . sup(d’n’)

10) Dissonance des intervalles d’une gamme.

Soit une gamme T construite selon les principes précédents et repré-
sentant le groupe quotient G/H et soient x et y&€T .

Nous noterons par d la distance harmonique sur Qf et par 61(x,y) le
nombre d(xH,yH).

o(x,y) sera appelé la ‘‘dissonance”’ de 'intervalle % dansla gamme T

Proposition : Si z désigne le représentant de la classe de % dans la gamme

T,ona:
d1(x,y) = Log h(z).

Démonstration :
d(xH,yH) = inf{d(xu,yv) ; u et vE H} =inf{Log h(—z'—(— w) ; weH}=Log h(z).

Nous allons montrer maintenant comment cette notion de dissonance
permet de retrouver des notions musicales inexplicables a partir de la
gamme tempérée S. Dans la suite, P désignera la gamme de Pythagore a 12
degrés, Z celle de Zarlino et Z* celle de Zarlino-bis.

Hindemith remarque ([Hindemith] p. 55) que bien que le théoriciens
de la musique ne soient d’accord sur rien, ils le sont cependant sur 1’ordre
de “‘parenté”’ décroissante des degrés de la gamme.

L’ordre que donne Hindemith est le suivant : unisson, octave, quinte,
quarte, sixte majeure, tierce majeure, tierce mineure, etc. .

Il ajoute que la quarte augmentée (ou quinte diminuée) se trouve trés
loin.

Nous allons comparer ce qui se passe dans nos trois gammes :

BP 0 Log2 | Log3 | Log4 |[Log27 | Log 8! | Log 32 |Log 128{Log 729
BZ 0 Log2 | Tog3 | Logd4 [Log5S [Log5 [Log6 |[Log8 |[Log?25
62* 0 Log2 {Log3 | Log4 |Log5 |LogS5 |Log6 |Log8 {Log7

(1) Voir aussi [de Candé] t. 2, p. 186.
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On voit que la notion de dissonance dans la gamme de Zarlino repro-
duit assez bien Iordre constaté par Hindemith ; nous choisirons donc cette
gamme dans la suite :

7 do‘réb‘ré‘mib‘ mi fa!solb' solllabl la kla#\ si | do
AR S R
15 8 5 4 3 18 2 5 3 5 18

10,1) Justesse expressive

La plupart des instrumentistes & cordes et des chanteurs pratiquent la
“‘justesse expressive”” ([Blum] ch. V) ¢’est-a-dire qu’ils modifient la hauteur
des sons qu’ils utilisent par de légers ‘‘commas’’ (ce qui ne change pas la
classe modulo H) afin de jouer plus juste en fonction du contexte.

Nous allons illustrer cette pratique par un exemple utilisant la gamme
de Zarlino.

Nous présenterons dans un tableau les fréquences des sons des gam-
mes majeures de do, sol, fa et ré. Pour passer des fréquences de do

majeur a celles des tonalités ci-dessus on multiplie par _;.., 2 et 32.13

do ' do#| ré | mi | fa | fa#| sol | la | sib| si do
do maj. 1 % _‘51.. _f;L % _; }Sj )
sol maj. 1 % % % % %76 % ’
fa maj. 1 199 _i. j;_ _32_, _g_ % 2
ré maj. %5 %_ 2_411 131_% % % 185

Dans la théorie de la musique, sol maj. et fa maj. sont considérés
comme des tonalités voisines de do maj., et ré maj. comme une tonalité voi-
sine de sol maj. En dehors de I'introduction d’une altération supplémen-
taire (diéze) on constate que la ‘“montée’ de la tonalité de do maj. a la
tonalité voisine de sol maj. affecte le ‘‘sixiéme degré” qui s’éleve d’un

comma de Didyme (%(13) pour devenir le “‘second degré”’ de la nouvelle

gamme — je veux dire que le ‘“la” de sol maj. est plus haut que le “la’’ de
do maj., et ceci d’un comma. C’est un des éléments de la richesse et de la
cohérence qui appartiennent au jeu des grands interprétes. Et c’est ce qui
explique aussi que pour moduler d’une tonalité donnée dans une tonalité
voisine ’harmonie recherchera I’ambiguité et évitera les notes dont la hau-
teur change, comme le montre ’exemple suivant :

e

R TR

I

21 Wy 01
TRl
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10,2) Attraction harmonique

Depuis des siécles ([Cooke] p. 49) les musiciens ont constaté que certai-
nes notes étaient ‘‘attirées’’ vers une note voisine ; Deryck Cooke ([Cooke]
p."90) en donne un résumé (do est la ronique) :

It . . N .
a[trac[ion\me ré b ré fa la b la si b si

semi-tonale \ do \ mi \ sol \ la | o
tonale \ \

do sol

Pour retrouver ces résultats mathématiquement, nous étudierons la
dissonance des intervalles §,(do,x). Par exemple ’attirance tonale du “‘la”’
par le “‘sol”’ signifie-t-elle que :

6,(do,sol) < b6,(do,si) ?

d7(do,do) = 0 < d5(do,ré) = Log 9
67(do,do) =0 < by(do,mi) = Log$
6,(do,mi) = Log5 < d,(do,sol b) = Log 25
d5(do,sol) = Log 3 < 6,(do,la) = Log §
07(do,sol) = Log3 < 65(do,si) = Log 15
dy(do,do”) = Log 2 < dy(do,Ja#) = Log?9

on voit qu’il y a parfaite cohérence avec les résultats de Deryck Cooke.

11) Conclusion

S’il m’est permis de tirer une philosophie de I’étude précédente, je
dirai que la théorie qu’on a faite est ‘‘pythagoricienne’ par opposition a la
théorie classique qui est ‘‘néopythagoricienne’” (termes de [Shanks]).

La substitution du corps des rationnels Q au corps des réels R, nous
donne une latitude plus large pour expliquer les différents aspects de la per-
ception musicale : distance mélodique (dont la loi de Weber-Fechner donne
une approximation grossiére et qui correspond a peu prés a la distance ordi-
naire), distance harmonique (pour laquelle la loi de Weber-Fechner ne
s’applique absolument pas et qui correspond a peu prés a la dissonance du
paragraphe 10), justesse expressive (paragraphe 10), etc.

Finalement cette théorie permet -de réconcilier divers points de vue et
d’expliquer comment les musiciens qui pratiquent la justesse naturelle peu-
vent s’entendre avec ceux qui n’ont pas ce privilége : toutes (! les gammes
-chromatiques a douze degrés sont isomorphes entre elles (resp. isomorphes
a Z) dans un isomorphisme qui conserve 2 (resp. Penvoie sur 12).

(1) Sauf la gamme de Serge Cordier (encadré 23.de la premiére partie).
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12) Exercices

Paragraphes 3 et 4
1) Utiliser le critére du paragraphe 3 et le développement en fraction conti-
nue de Ii—ﬁ%%— pour obtenir des commas de <2,3,5>, <2,3,5,7>, etc..

(on pourra prendre (p,q). = (%,5), 2, 1—75~ }, etc...)

2) Montrer que | r ;) = Log h(r) est une “norme’” sur Qf au sens de
la remarque du paragraphe 2.

‘ Montrer que le critére du paragraphe 3 subsiste lorsque I’on remplace
|1 par ]| ]
Paragraphe 6

1) Montrer que les intervalles suivants sont dans le groupe des commas de
la gamme de Zarlino a douze degrés :
53 328 255

Paragraphe 7

1) Montrer que les intervalles suivants sont dans le groupe des commas de
la gamme de Zarlino bis :

21 28 36 49

200 27 7357 4
.10 9 8

9’8 7"
Montrer qu’elles sont toutes dans le second degré de la gamme de Zarlino
bis.

2) Hindemith (p. 80) considére diverses ‘‘secondes majeures

3) Hindemith (p. 71) considére les ‘‘tierces’” suivantes :
5 6 1 9 25 3*

4's 67 3@ 2
Trouver leurs degrés dans la gamme de Zarlino bis.

2 ]2
4 Prendre H = < £ [ 3% 337
35 245 25.7
Montrer que le groupe quotient de <2,3,5,7> par H est isomorphe ar.

2
Montrer gue la classe de %5{ est un générateur de <2,3,5,7>/y;.

En déduire que cette gamme a 5 degrés (gamme pentaphonique du type
Zarlino-bis).
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Trouver les représentants des 5 premiéres classes de cette gamme.

. . . . . 5
Montrer que parmi les “‘tierces’” de Hindemith (exercice 3) % , 2.2

4
sont dans le premier degré et 3 , A , ég dans le second degré.

76

Paragraphe 9

1) Jappelle “‘suite de Farey J ’ la suite croissante des fractions -E«

telles que 1<h<k<n et (h,k) = 1 et je désigne par F ;! ’ensemble des
inverses des x € F .

Montrer que, pour la distance harmonique, la boule fermée
B, Logn) = 5, U5~

Montrer que si -{(‘— et k’_ se suivent dans B(1, Log n), on a :
k+k’ >n et k # k’.
Montrer que si 2 E—/ et k_:/ se suivent dans B(1, Logn), on a :
h” _ h+h”
k’ k+k”
et que si %— € B(l,Log(n—1)),ona:
h’ = h+h”
k" = k+k”
h !

Montrer que si " et O se suivent dans B(1, Log n), on a :

kh' — hk’ =

2) La hauteur h sur Q se prolonge naturellement au corps des nom-
bres algébriques Q C C.

On désigne par A le corps des nombres algébriques réels : A = QNR.
Alors (x,y) — Log h(i) est une distance sur Af [Hellegouarch, 1].
(On Jpourra, commencer par remarquer que lix] = Log h(x) est une
““norme”’ sur A au sens de la remarque du paragraphe 2)

Etudier la structure de groupe topologique de A Généraliser la
notion de suite de Farey.
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Sujets d’étude

Paragraphe 3

1) Comparer les commas de GE 8 pour la “norme’’ || || etlanorme
Il 1p (voir exercice 2 des paragraphes 3 et 4).
Paragraphe 5

1) Démontrer que les convergentes de -II:—Og—g et les commas de
og
<2,3> sont les mémes.

2) Dans lecasou G = <p,q> peut-on préciser a partir de quel rang

les convergentes de %gg_g et les commas de <p,q> sont les mémes ?
og p

3) Une classe de Gy H peut-elle avoir plusieurs représentants de hau-
teur minimale ?

4) Etudier la croissance supposée des différentes gammes de Pytha-
gore.

5) Est-ce que la gamme de Pythagore a 12 degrés est un sous-
ensemble de celle a 41 degrés ?

6) Est-ce que la gamme de Pythagore a 12 degrés est un sous-
ensemble de celle a 53 degrés ?
Paragraphes 6 et 7]

1) Construire un algorithme efficace donnant les commas des grou-
pes <2,3,5,7>, <2,3,5,7,11 > etc...

2) Etudier la croissance supposée des gammes de Zarlino et Zarlino
bis.
Paragraphe 8

1) Expliquer Pefficacité de la formule donnant n,.

Paragraphe 10

1) Utiliser la notion de dissonance (et plus généralement de hauteur
dans un espace projectif sur Q) pour expliquer certaines régles de ’har-
monie.

2) Est-ce que la notion de dissonance correspond a la perception har-
monique d’une oreille éduquée, naive ?

3) Comment les différentes gammes sont-elles percues par une oreille
¢duquée, naive ?
Paragraphe 11

1) Déterminer tous les sous-groupes H de Qf tels que Qf/ H=Zetla
classe de 2 soit la puissance douzieéme de I'un des générateurs.
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2) Soit un corps de nombres algébriques kC R et soit un sous-groupe
de type fini G = <xy,...,x,> C Kf, G étant de rang n. On considére un
sous-groupe H = <y,,...,y,_;> de G dont le rang est égal a n—1.

Trouver des conditions sur les x; et les y; pour que G/H soit isomorphe a
Z.

3) On reprend les notations ci-dessus avec K = Q(5!/4). Peut-on
trouver G et H pour que les représentants de G/H contiennent la gamme
mesotonique (encadré 15 de la premiére partie).
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INDEX DES TERMES MUSICAUX

accord p. 41
accord parfait majeur p. 41
accord parfait mineur p. 44
altération p. 38
altérée (note) p. 38
ambitus p. 27
armure p. 31
ascendant (intervalle) p. 14
atonalité p. 84
attraction p. 68
augmentation p. 73
augmenté (intervalle) p.- 72
authente (mode) p. 27
bécarre p. 31
bémol p. 38
binaire (mesure) p. 34
blanche p. 33
brisée (touche) p. 49
canon p. 74
cent p. 15
chromatique p. 60
chromatique (total) p. 86
chromatisme p. 84
clé p. 30
comma p. 52-131
contrepoint p. 73
croche p. 33
cycle des quintes p. 20
décimal (tempérament) p. 102
degré p. 63
degré-comma p. 46
demi-pause p. 33
demi-soupir p- 33
descendant (intervalle) p. 14
diatonique p. 60
didymique (comma) p. 52
diése p. 32
diminué (intervalle) p. 72
diminution p.- 73
distance (harmonique) p. 151
distance (mélodique) p. 154
dodécaphonisme p- 86
dominante p. 63
double croche p. 33
échelle p. 16-50
enharmoniques (notes) p- 45
enharmoniques (tonalités) p. 66

équiheptaphonique (échelle)

finale
fondamental (son)
frette

gamme chromatique
gamme par tons

harmonique

hauteur

Holder (comma de)
homonymes (tonalités)
huitiéme de soupir

imitation directe
inharmonicité
intensité
interligne
intervalle

ligne

limma

loup (quinte du)
lyu

majeur (demi-ton)
majeur {mode)
majeur (ton)

majeure (tonalité)
médiante
mésotonique (tempérament)
mesure

mineur ancien (mode)
mineur (ton)

mineure (tonalité)
modale (note)
modalité

modes grecs

modes du plain-chant
moduler

mutation

noire
note

octave

pause

pentatonique (échelle)
pien

plagal (mode)
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pointée (note)
polytonalité

portée

pur (son)
pythagoricienne (échelle)

quadruple croche
quart de soupir

quarte

quinte

quinte augmentée
quinte diminuée
quintes justes (tempt &)

récurrence

relative (tonalité)
renversement

rétrograde (mouvement)
ronde

savart

schisma (comma)
seconde

sensible (note)
septiéme

série

silence

sillet

sixte

son
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soupir
sous-dominante
sujet (d’une fugue)
sus-dominante
sus-tonique
syntonique (comma)

tempérament égal
tempéré (comma)
tempéré (demi-ton)
tempéré (ton)
teneur

ternaire (mesure)
tierce

timbre

ton

tonale (note)
tonique
transposition
transpositions limitées
(mode &)

triple croche

unisson
voisines (tonalités)

zarlinienne (échelle)

p. 33
p. 63
p. 73
p. 63
p.- 63
p- 52
p. 44
p. 52
p. 44
p. 44
p.- 27
p. 34
p. 42-71
p. 12
p. 26-43-44
p. 69
p. 63
p. 40-63
p. 91
p. 33
p. 14
p. 64
p. 42



INDEX DES NOMS DE PERSONNES

Al Farabi

Amiot (le Pére)
Archytas
Aristoxéne
Aurélien de Réomé

Bach (Johann Sebastian)
Barbaud (Pierre)

Berg (Alban)

Bezout

Boni (Giovanni Battista)
Boulez (Pierre)

Brun

Bunting

Cage (John)

Chailley (Jacques)
Chopin (Frederyk)
Cooke

Cordier (Serge)
Costeley (Guillaume)

Danhauser (Adolphe)
Debussy (Claude)

Etienne (Luc)
Euler (Leonhard)

Farey

Fechner

Fogliano (Ludovico)
Fourier (Joseph)
Frédéric le Grand
Fritsche (Gottfried)

Gafurius (Franchinus)
Gerschwin (George)
Godounov (Boris)
Guido d’Arezzo

Hindemith (Paul)
Hoang Ti

Holder (William)
Huygens (Christiaan)

Ivan le Grand

VTTTT
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o

p. 100
p. 128-150
p. 127

p. 102
p. 17
p. 85
p. 129-154
56
44

12
55

°E v

p. 128-152
p- 36
p. 46
p. 44

p. 59

Janko

Kosma (Joseph)
Klein (Félix)
Kronecker

Legrand (Michel)
Leipp

Ling Luen

Liszt (Ferenc)

Mercator (Nicolaus)
Meshaqga (Michael)
Messiaen (Olivier)
Milhaud (Darius)
Moussorgsky (Modeste)

Mozart (Wolfgang Amadeus)

Philolaos
Pythagore

Ramseyer (Urs)
Ravel (Maurice)

Rimsky-Korsakov (Nicolai)

Schoenberg (Arnold)
Schubert (Franz) N
Stockhausen (Karlheinz)
Strauss (Richard)
Stravinsky (Igor)

Stumpf

Tché Yeou
Tchou Tsai You

Wagner (Richard)
Weber (Wilhelm)
Webern (Anton)
Werckmeister (Andreas)

Xenakis (Iannis)

Zarlino (Gioseffo)
Zemp (Hugo)

p. 137-138

p.- 80
p. 78
p. 130

p- 80

p. 128-129

p. 36
p. 84

p. 46-137
p. 54
p.- 91
p. 84
p. 84
p. 101

p. 19
p. 18

p. 65
p. 84
p. 84

TTTD
o
N

p. 42-144
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